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§4 平均値の定理とその応用 演習問題3 解答
� 問題の難易度の目安【基礎】899 【標準】889 【発展】888

1 (899)(不等式の証明 1©)

ϕ(x)はすべての実数xで微分可能で，ϕ(0) = 0かつ，すべてのx = 0に対してϕ(x) = x

を満たしている．このとき任意の ε > 0に対して，0 < t < εをみたす tで ϕ′(t) = 1

となるものが存在することを示せ．

解 【解 1】(平均値の定理) ε > 0を任意にとる．平均値の定理により

ϕ(ε)− ϕ(0)

ε
= ϕ′(t) · · · 1©

となる 0 < t < εが存在する．x = 0に対して ϕ(x) = xを満たすから，ϕ(ε) = εも成立する．
よって，ϕ(0) = 0に注意すると， 1©より

ϕ′(t) =
ϕ(ε)− ϕ(0)

ε
=

ϕ(ε)

ε
= 1

となり，所望の評価式を得る．

【解 2】(背理法) 0 < t < εをみたす tで ϕ′(t) = 1となるものが存在しないと仮定すると，任
意の t ∈ (0, ε)に対して ϕ′(t) < 1．よって ϕ(0) = 0に注意して，両辺 (0, ε)で積分すると

ε∫
0

ϕ′(t) dt <
ε∫

0

dt =⇒ ϕ(ε) < ε

となり，これはすべての x = 0に対して ϕ(x) = xであることに矛盾する．

2 (889)(不等式の証明 2©)

任意の x = 0 に対して，

1 + x 5
e

e− 1

1 +

x∫
0

(1 + t)−1t dt


が成り立つことを示せ．

解 【解 1】(平均値の定理)

F (x) :=
e

e− 1

1 +

x∫
0

(1 + t)−1t dt

− (1 + x), x = 0
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とおく．
e−1∫
0

(1 + t)−1t dt =
e−1∫
0

(
1− (1 + t)−1

)
dt =

[
t− log(1 + t)

]e−1

t=0
= e− 2

であるから，F (e− 1) = 0に注意．平均値の定理により
F (x)− F (e− 1)

x− (e− 1)
= F ′(ζ) =

e

e− 1
(1 + ζ)−1ζ − 1

となる ζが xと e− 1の間に存在する．
・x > e− 1のとき：e− 1 < ζ < xで，

ζ > e− 1 ⇐⇒ e

e− 1
(1 + ζ)−1 > 1

であるから，F ′(ζ) > 0．ゆえに，x > e− 1に対し

F (x) =
[
x− (e− 1)

]︸ ︷︷ ︸
>0

F ′(ζ)︸ ︷︷ ︸
>0

> 0.

・x < e− 1のとき：x < ζ < e− 1で，

ζ < e− 1 ⇐⇒ e

e− 1
(1 + ζ)−1 < 1

であるから，F ′(ζ) < 0．ゆえに，x < e− 1に対し

F (x) =
[
x− (e− 1)

]︸ ︷︷ ︸
<0

F ′(ζ)︸ ︷︷ ︸
<0

> 0.

以上よりすべての x = 0に対して，F (x) = 0．

【解 2】(直接的に) 右辺の積分の計算を実行する．
x∫

0

(1 + t)−1t dt =
x∫

0

(
1− (1 + t)−1

)
dt = x− log(1 + x)

であるから，示すべき不等式は

1 + x 5
e

e− 1
(1 + x− log(1 + x))

⇐⇒ log(1 + x)

1 + x
5

1

e

である．f(x) :=
log(1 + x)

1 + x
, x > 0とおくと，f(x) > 0かつ f ′(x) = 1−log(1+x)

(1+x)2
であるから，

x = e− 1のとき f(x)は最大値をとる．ゆえに，

f(x) =
log(1 + x)

1 + x
5 f(e− 1) =

1

e
.
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3 (888)(不等式の証明 3©)

p > 1とする．任意の x = 0に対して，

(1 + x)p 5 γp

1 +

x∫
0

(1 + t)p−2t dt

 , γp :=
p

1− (1 + p(p− 1))
1

1−p

が成り立つことを示せ．さらに，lim
p→1

γp =
e

e− 1
であることを示せ．

解 ∗右辺の積分項について，

x∫
0

(1 + t)p−2t dt =
x∫

0

(1 + t)p−2
(
(1 + t)− 1

)
dt

=

x∫
0

(1 + t)p−1 dt−
x∫

0

(1 + t)p−2 dt

=

[
1

p
(1 + t)p

]x
t=0

−
[

1

p− 1
(1 + t)p−1

]x
t=0

=
1

p
(1 + x)p − 1

p− 1
(1 + x)p−1 +

1

p(p− 1)
.

したがって，示すべき不等式は

1

γp
(1 + x)p 5 1 +

1

p
(1 + x)p − 1

p− 1
(1 + x)p−1 +

1

p(p− 1)

⇐⇒ 1

p− 1
(1 + x)p−1 −

(
1

p
− 1

γp

)
(1 + x)p︸ ︷︷ ︸

=:g(x)

5 1 +
1

p(p− 1)
· · · 1©

となる．以下，g(x) (x = 0)の最大値を求める.

g′(x) = (1 + x)p−2 −
(
1− p

γp

)
(1 + x)p−1

= (1 + x)p−2

[
1− γp − p

γp
(1 + x)

]
.

ここで γp 5 p ⇐⇒ γp−p

γp
5 0の場合，g′(x) = 0 となるから，g(x)は単調増加．したがって

x → ∞のとき g(x) → ∞となって 1©は成立しない．ゆえに，γp < pのもとで考える．上の式
から，g′(x) = 0 ⇐⇒ x = p

γp−p
> 0であり，この点で極大かつ最大となる．ゆえに

g(x) =
1

p− 1
(1 + x)p−1 −

(
1

p
− 1

γp

)
(1 + x)p 5 g

(
p

γp − p

)
=

(
γp

γp − p

)p−1
1

p(p− 1)
.

∗Eleuteri-Marcellini-Mascoloの不等式 (2017)から引用．
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最後に定数 γpを (
γp

γp − p

)p−1
1

p(p− 1)
= 1 +

1

p(p− 1)

⇐⇒ γp =
p

1− (1 + p(p− 1))
1

1−p

となるように選ぶことにより， 1©はすべての x = 0に対して成立する．

また，微分の定義と expx := exと書くことにすると

(1 + p(p− 1))
1

1−p = exp
[
log(1 + p(p− 1))

1
1−p

]
= exp

[
− log(1 + p(p− 1))− log(1 + 1 · (1− 1))

p− 1

]

−−→
p→1

exp

− d

dp
log(1 + p(p− 1))

∣∣∣∣∣
p=1



= exp

− 2p− 1

1 + p(p− 1)

∣∣∣∣∣
p=1

 = exp(−1) = e−1.

ゆえに，
lim
p→1

γp = lim
p→1

p

1− (1 + p(p− 1))
1

1−p

=
1

1− e−1
=

e

e− 1
.

4 (899)(極限への応用)

極限 lim
x→0

ex − esinx

x− sinx
を求めよ．

解 【解 1】(平均値の定理経由) 平均値の定理より
ex − esinx

x− sinx
= eξ

となる ξが xと sinxの間に存在する．よって x → 0 ⇐⇒ ζ → 0であるから，

lim
x→0

ex − esinx

x− sinx
= lim

ξ→0
eξ = 1.

【解 2】(もっと直接的に) x− sinx =: uとおくと，x → 0 ⇐⇒ u → 0だから，
ex − esinx

x− sinx
= esinx · e

x−sinx − 1

x− sinx
x−sinx=:u

= esinx · e
u − 1

u
−−→
x→0

e0 · 1 = 1.
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