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§14 ガンマ関数・ベータ関数 演習問題1 解答
� 問題の難易度の目安【基礎】899 【標準】889 【発展】888

1 (889)(近似増加列)

面積確定な有界閉集合の列 {Dn}が領域Dの近似増加列であるとは，次の 3条件を満たすこと
をいう：
1©: D1 ⊂ · · · ⊂ Dn ⊂ · · · ⊂ D.
2©:

∞⋃
n=1

Dn = D.

3©: Dに含まれる任意の有界閉集合Kに対して，K ⊂ Dnを満たす番号 nが存在する．
以下，D := {(x, y) : x = 0, y = 0}とし，n = 1, 2, . . .に対して

Dn := {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n}

とおく．DnはDの近似増加列であることを示せ．

2 (889)(近似増加列上の定符号連続関数の重積分の収束)

f(x, y)をD上連続で f(x, y) = 0 (または f(x, y) 5 0) とする．Dのある近似増加列 {Dn}に対
して極限

lim
n→∞

¨

Dn

f(x, y) dxdy

が存在すれば，Dの任意の近似増加列 {En}に対して

lim
n→∞

¨

En

f(x, y) dxdy = lim
n→∞

¨

Dn

f(x, y) dxdy

が成り立つことを示せ．

3 (888)(連続関数の重積分の絶対収束)

f(x, y)は領域D上連続とする．
¨

D

|f(x, y)| dxdyが存在すれば
¨

D

f(x, y) dxdyも存在すること

を 2 の結果を用いて示せ．

4 (889)(広義重積分)

次の広義重積分を適当な近似増加列を用いて求めよ：¨

D

dxdy√
x2 + y2

, D := {(x, y) : 0 < x 5 y 5 1} .

1



熊本大学 数理科学総合教育センター

5 (889)(広義重積分の収束)

次の広義重積分が収束するための αに関する必要十分条件を求めよ：

(1)
¨

B

(x2 + y2)−
α
2 dxdy, B :=

{
(x, y) : x2 + y2 5 1

}
.

(2)
¨

Ω

(x− y)−α dxdy, Ω := {(x, y) : 0 5 y < x 5 1}.

【記号】以下の問いにおいて，s > 0, t > 0に対して定義される広義積分

Γ(s) :=

∞̂

0

e−xxs−1 dx, B(s, t) :=

1ˆ

0

xs−1(1− x)t−1 dx

をそれぞれガンマ関数，ベータ関数という．

6 (888)(ガンマ関数とベータ関数の関係)

以下の問いに答えよ．

(1) Ω := {(x, y) : x = 0, y = 0}とおく．Ωの近似増加列の 1つ

Ωn := {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n}

を持ち出すことにより，等式

Γ(s)Γ(t) =

¨

Ω

e−(x+y)xs−1yt−1 dxdy

が成り立つことを示せ．

(2) Ωの近似増加列のもう 1つ

Ω̃n := {(x, y) : 0 5 x 5 n, 0 5 y 5 n− x}

を持ち出し，変数変換 x = uv, y = u− uvを考えることにより，ガンマ関数 Γ(s)とベー
タ関数B(s, t)の間に等式

B(s, t) =
Γ(s)Γ(t)

Γ(s+ t)

が成り立つことを示せ．

7 (888)(ガンマ関数での表示)

次の広義重積分をガンマ関数で表せ．ただし，s, t > 0とする．¨

D

xs−1yt−1 dxdy, D :=
{
(x, y) : x2 + y2 5 1, x = 0, y = 0

}
.
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